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1 はじめに
非線形力学系の定性的性質の解明にはパラメータ空間に

おける分岐集合の導出が重要である．Newton法を用いな
い分岐点導出法として，先に我々は粒子群最適化 (PSO)[1]
を用いた周期倍分岐点導出法を提案した [2]．また文献 [2]
の手法をサドルノード (SN)分岐に適用した場合，分岐点
が正しく導出できない事を確認した [3]．
本稿では，文献 [2]で提案したアルゴリズムを SN分岐

点も導出できるように拡張する．また，提案アルゴリズム
を一次元離散写像である Circle写像に適用する．
2 分岐点導出アルゴリズムとその問題点
次の 1次元写像を考える．

xk+1 = f(xk,λ) (1)

ここで f ∈ R であり，xk ∈ R は状態変数，λ =
(λ1, λ2, ..., λj , ..., λr) ∈ Rr はパラメータである．分岐点
の導出には，周期点と分岐パラメータの二つに関する情報
が必要となる．文献 [2]では，PSOppで周期点，PSObifで
分岐パラメータを計算し，この 2つの PSOを繰り返す事
で周期倍分岐点を導出する手法を示した．しかし，文献 [2]
の手法を用いて SN分岐点の導出を試みた場合，PSOppは
解を導出できていないにも関わらず，解に基づく写像の傾
きが 1となる傾向があり，PSObif の目的関数 Fbif は終了
条件を満たしてしまう可能性がある [3]．
2.1 PSOを用いた周期点の探索:PSOpp

p-周期点の探索を考える．周期点条件は，

xp = x0 = fp(x0, λ) (2)

として記述されるため，PSOpp の目的関数 Fpp は次式で
記述できる [2]．

Fpp(x0) = |fp(x0, λ) − x0| < Cpp (3)

2.2 PSOを用いた分岐パラメータの探索:PSObif

文献 [2] の手法では PSOpp が導出した x0 に基づいた
{x0, x1, · · · , xp−1}を用いて PSObif の目的関数 Fbif を設
定した．

Fbif(λ) =
∣∣∣∣ dfp

dx0
(x0, λ) − 1.0

∣∣∣∣ < Cbif (4)

しかし，前述したように SN分岐点を正しく導出できない
可能性がある．そこで，{x1, x2, · · · , xp}を用いた目的関
数を設定する．

Fbif(λ) =
∣∣∣∣ dfp

dx1
(x1, λ) − 1.0

∣∣∣∣ < Cbif (5)

PSOpp が式 (3)を満たして終了したならば，式 (4)(5)は
同義である．一方，式 (3)の条件を満たさず終了した場合，

式 (5)を用いれば，写像の傾きが 1となることを意図的に
妨げる効用が期待できる．
3 適用例
提案手法を式 (6)に示す circle写像に適用する．

θn+1 =
(

θn + a − b

2π
sin2πθn

)
mod 1.0 (6)

パラメータ a および b に関して，SN分岐パラメータ導出
を試みる．PSOの目的関数条件，各パラメータを以下の
ように設定する．

p = 2，Cpp = 10−5，Cbif = 10−3

N = 30，w = 0.5，ρ1 = ρ2 ∈ RND[0, 0.14]
(7)

表 1に提案手法を用いて SN分岐点を導出した際の分岐パ
ラメータ a, bと周期点 θn，PSOppの目的関数Fpp，PSObif

の目的関数 Fbifの値を示す．提案アルゴリズムを繰り返し
用いる事で 5点導出したが，Fpp，Fbif はすべて終了条件
Cpp，Cbifを満たしている．つまり，提案アルゴリズムを
用いて SN分岐点が導出できているといえる．

表 1: SN分岐点を 5点導出した計算結果
a b θn Fpp(θn) Fbif(a, b)

0.431833 1.395668 0.451678 8.95E − 6 1.93E − 4
0.464396 0.979452 0.430915 1.80E − 6 7.19E − 4
0.512991 0.577127 0.591437 9.65E − 6 2.07E − 4
0.547798 1.145807 0.560381 8.15E − 6 6.35E − 4
0.584847 1.574775 0.540069 2.97E − 6 8.59E − 4

4 おわりに
本稿では，2つの PSOを用いた一次元離散時間力学系

の分岐点導出法を拡張した．また，拡張手法をCircle写像
に適用し，有効性を確認した．
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